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Sur le lemme fondamental pour les groupes unitaires
par Ge´rard Laumon∗
Dans [1], Goresky, Kottwitz et MacPherson formulent une conjecture de purete´ pour
les fibres de Springer affines. En admettant cette conjecture, ils de´montrent un analogue
ge´ome´trique du lemme fondamental de Langlands et Shelstad pour un groupe re´ductif G
sur un corps local non archime´dien F d’e´gales caracte´ristiques, en se limitant cependant
aux e´le´ments re´guliers semi-simples de G qui sont contenus dans une tore maximal non
ramifie´.
Dans cette note, nous de´duisons de cette meˆme conjecture de purete´ pour les fibres
de Springer affines de GL(n) un analogue ge´ome´trique du lemme fondamental pour les
groupes unitaires sur F , sans restriction sur l’e´le´ment re´gulier semi-simple.
Bien entendu, comme dans [1], il n’est pas difficile de de´duire de cet e´nonce´ ge´ome´trique
le lemme fondamental arithme´tique pour les groupes unitaires sur F par une application
directe de la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz (cf. [2] 1.3).
Notre approche est en partie inspire´e par celle de Goresky, Kottwitz et MacPherson,
en particulier en ce qui concerne l’usage de la cohomologie e´quivariante. Elle en diffe`re
cependant sur un point : nous faisons un usage essentiel du lien entre fibres de Springer
et jacobiennes compactifie´es de´veloppe´ dans [2].
Je remercie J.-B. Bost, M. Brion, L. Illusie, F. Loeser, B.C. Ngoˆ, M. Raynaud et J.-L. Waldspurger pour
l’aide qu’ils m’ont apporte´e durant la pre´paration de ce travail.
1. Lemme fondamental ge´ome´trique
Soit k un corps alge´briquement clos. On conside`re une famille finie (Ei)i∈I d’extensions
finies se´parables de F = k((̟F )), munies d’uniformisantes ̟Ei ∈ OEi ⊂ Ei, et un
e´le´ment
γI = (γi)i∈I ∈
⊕
i∈I
̟EiOEi ⊂ OEI =
⊕
i∈I
OEi ⊂ EI =
⊕
i∈I
Ei
tel que Ei = F [γi] pour chaque i ∈ I et que les polynoˆmes (unitaires) minimaux
Pi(x) ∈ OF [x] des γi soient deux a` deux distincts.
Pour chaque partie J de I, on appelle fibre de Springer affine en γJ = (γi)i∈J et on
note XJ le k-sche´ma des OF -re´seaux M ⊂ EJ tels que γJM ⊂M .
Le groupe ΛJ = Z
J agit sur XJ par
(λi)i∈J ·M = (̟
−λi
Ei
)i∈JM.
∗
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2Le groupe des composantes connexes de XJ est le quotient Z
J
։ Z, λ 7→
∑
i∈J λi, et on
a XJ =
⋃
λ∈ZX
λ
J = Z×X
0
J . Le tore TJ = G
J
m,k agit sur XJ via l’inclusion (k
×)J ⊂ E×J .
Comme l’ont remarque´ Goresky, Kottwitz et MacPherson [1], la conjecture suivante
joue un roˆle central dans l’e´tude de la cohomologie des fibres de Springer affines XI .
CONJECTURE 1.1 (Goresky, Kottwitz et MacPherson). — Pour toute the´orie coho-
mologique de Weil, toute partie J de I et tout entier n, le n-e`me groupe de cohomologie
de XJ est pur de poids n.
Cette conjecture est e´tablie dans les cas 〈〈quasi-homoge`nes 〉〉. Plus pre´cise´ment, Lusztig
et Smelt [3] l’ont de´montre´e dans le cas ou` I est re´duit a` un e´le´ment i et ou` on peut
choisir les uniformisantes de telle sorte que ̟F = ̟
ni
Ei
et γi = ̟
vi
Ei
pour des entiers
ni, vi ≥ 1 premiers entre eux ; en fait, sous ces hypothe`ses, X
0
I = X
0
i est projectif sur
k et pave´ par des espaces affines standard, de sorte que sa cohomologie ℓ-adique est
meˆme concentre´e en degre´s pairs. Waldpurger, puis Goresky, Kottwitz et MacPherson,
ont e´tendu ce re´sultat de Lusztig et Smelt au cas ou`, pour des choix convenables des
uniformisantes, il existe des entiers n, v ≥ 1 premiers entre eux et une famille (ξi)i∈I
d’e´le´ments de k deux a` deux distincts tels que ̟F = ̟
n
Ei
et γi = ξi̟
v
Ei
pour tout i ∈ I.
Le quotient ZJ de XJ par l’action de ΛJ , ou ce qui revient au meˆme de X
0
J par l’action
du noyau Λ0I de l’e´pimorphisme Z
J
։ Z ci-dessus, est un k-sche´ma projectif connexe de
dimension
δJ = dimk(OEJ /OF [γJ ]).
Fixons une partition non triviale I = I1 ∐ I2, ou ce qui revient au meˆme le caracte`re
κ : Λ0I → {±1}, λ 7→ (−1)
∑
i∈I1
λi
= (−1)
∑
i∈I2
λi
.
Fixons aussi un nombre premier ℓ distinct de la caracte´ristique de k.
On a alors un syste`me local ℓ-adique L de rang 1 sur ZI de´fini par le reveˆtement
e´tale galoisien X0I → Z
0
I et le caracte`re κ de son groupe de Galois Λ
0
I . On a aussi une
immersion ferme´e
XI1 ×k XI2 →֒ XI
qui envoie le couple de OF -re´seaux (M1 ⊂ EI1 ,M2 ⊂ EI2) sur le OF -re´seau M =
M1⊕M2 ⊂ EI . Par passage au quotient par ΛI = ΛI1 ×ΛI2 , on en de´duit une immersion
ferme´e
ZI1 ×k ZI2 →֒ ZI
de codimension
r = δI − (δI1 + δI2) =
∑
i∈I1,j∈I2
rij
ou` rij = dimk(OF [x]/(Pi(x), Pj(x)) ≥ 1.
Si ZI et ZI1 ×k ZI2 e´taient lisses sur k, on aurait un morphisme de Gysin
RΓ(ZI1 ×k ZI2 ,Qℓ)[−2r](−r)→ RΓ(ZI ,Qℓ),
3mais ce n’est pas du tout le cas.
La conjecture suivante, formule´e par Kottwitz, dit essentiellement que, malgre´ les
singularite´s, on a quand meˆme un morphisme de Gysin pour cette immersion ferme´e,
morphisme qui est en fait un isomorphisme. Le syste`me L semble y jouer le roˆle d’un
faisceau d’orientation.
CONJECTURE 1.2 (Lemme fondamental ge´ome´trique). — Il existe un isomorphisme
canonique
H•−2r(ZI1 ×k ZI2 ,Qℓ)(−r)
∼
−→ H•(ZI ,L).
On se propose d’esquisser dans cette note une de´monstration du the´ore`me suivant :
THE´ORE`ME 1.3. — La conjecture 1.1 implique la conjecture 1.2.
2. Globalisation et de´formation (cf. [2])
Soit
A = k[[̟F ]][x]/(PI(x))
ou` pour toute partie J de I, on a note´ PJ(x) =
∏
i∈J Pi(x). Alors Spf(A) est un germe
formel de courbe plane re´duite dont l’ensemble des branches irre´ductibles est indexe´ par
I (on rappelle que les Pi(x) ∈ (̟F , x) ⊂ k[[̟F ]][x] sont irre´ductibles et deux a` deux
premiers entre eux).
On s’est donne´ une partition non triviale I = I1 ∐ I2. On pose
Aα = k[[̟F ]][x]/(PIα(x)), ∀α = 1, 2.
L’entier r du lemme fondamental est le nombre d’intersection des germes formels de
courbes Spf(A1) et Spf(A2) trace´es sur le germe formel de surface Spf(k[[̟F , x]]), germes
de courbes dont la re´union est Spf(A).
On note S = Spec(k[[z]]) 〈〈 le 〉〉 trait strictement hense´lien d’e´gales caracte´ristiques de
corps re´siduel k. On note s et η les points ferme´ et ge´ne´rique de S, et on choisit un point
ge´ome´trique η localise´ en η dont on note K le corps re´siduel.
PROPOSITION 2.1. — Il existe un morphisme de sche´mas C → S ayant les proprie´te´s
suivantes :
- C → S est projectif et plat, a` fibres ge´ome´triques inte`gres et de dimension 1, de
sorte que le lieu singulier D ⊂ C de C → S est fini sur S ;
- la fibre spe´ciale re´duite de D→ S est constitue´e d’un seul point ferme´ c de Cs et la
fibre ge´ne´rique ge´ome´trique re´duite de D → S est constitue´e de deux points ferme´s
c1, c2 rationnels sur κ(η) et de r points ferme´s (dij,ρ)i∈I1,j∈I2,ρ=1,...,rij ;
- le comple´te´ de l’anneau local de Cs en c est isomorphe a` A,
- le comple´te´ de l’anneau local de Cη en cα est isomorphe a` K⊗̂kAα ;
4- la courbe Cη a une singularite´ quadratique ordinaire en chacun des points dij,ρ ;
- C admet une normalisation en famille par la droite projective standard sur S,
ν : P1S → C
telle que ∞(S) ∩ ν−1(D) = ∅ ou` ∞ : S → P1S est la section infinie [ ν : P
1
S → C
est donc la normalisation de la surface S, et les morphismes νs : P
1
s → Cs et
νη : P
1
η → Cη sont les normalisations des fibres spe´ciale et ge´ne´rique ge´ome´trique
de C → S] ;
- le morphisme ν admet la factorisation
P1S
ν′
−−→C′ → C,
en morphismes finis birationnels, ou` C′s n’a comme seules singularite´s que deux
points c′1 et c
′
2 en lesquels les comple´te´s des anneaux locaux de Cs sont A1 et A2,
ou` ν′s : P
1
k → C
′
s est la normalisation de C
′
s, ou`
ν′ = S ×k νs : P
1
S → C
′ = S ×k C
′
s
et ou` C′η → Cη est la normalisation des seules singularite´s quadratiques ordinaires dij,ρ
de Cη.
Preuve : Nous nous contenterons ici de construire C′ → C en laissant au lecteur le
soin de ve´rifier les proprie´te´s annonce´es.
On construit tout d’abord comme dans la proposition 2.1.1 de [2] une courbe C′s sur
k ayant les proprie´te´s suivantes :
- C′s est inte`gre et projective sur k ;
- C′s n’a comme seules singularite´s que deux points ferme´s c
′
1,s et c
′
2,s, points en
lesquels les comple´te´s des anneaux locaux de C′s sont respectivement A1 et A2 ;
- C′s est normalise´e par la droite projective standard P
1
k, et le morphisme de
normalisation ν′s : P
1
k → C
′
s envoie le point a` l’infini de P
1
k sur un point de∞s ∈ C
′
s
qui est distinct de c′1,s et c
′
2,s, et donc dans l’ouvert de lissite´ de C
′
s.
On conside`re la de´formation formelle constante
P1
Ŝ
ν′
−−→ Ĉ′ = Ŝ ×k C
′
s → Ŝ = Spf(k[[z]])
de ν′s : P
1
k → C
′
s. Le Ŝ-sche´ma formel z-adique Ĉ
′ est re´union de deux cartes affines, a`
savoir la restriction U′ = Spf(B′) de Ĉ′ a` l’ouvert U ′ = C′s − {∞s} de C
′
s = (Ĉ
′)red et la
restriction V′ de Ĉ′ a` l’ouvert V ′ = C′s − {c
′
1,s, c
′
2,s} ⊂ C
′
s.
On de´forme ensuite la normalisation partielle
A = k[[̟F ]][x]/(PI(x))
⊂ k[[̟F ]][x]/(PI1(x))× k[[̟F ]][x]/(PI2(x)) = A1 × A2 = A
′
5en
A = k[[z,̟F ]][x]/(PI1(x))PI2(x− z))
→ k[[z,̟F ]][x]/(PI1(x))× k[[z,̟F ]][x](PI2(x)) = A1 ×A2 = A
′
ou` cette dernie`re fle`che envoie la classe de f(z,̟F , x) sur le couple forme´ de la classe
de f(z,̟F , x) et de celle de f(z,̟F , x+ z). Par de´finition de Ĉ
′, Aα est le comple´te´ de
l’anneau local en c′α de Ĉ
′, ou ce qui revient au meˆme de U′.
On forme alors la k[[z]]-alge`bre z-adique produit fibre´
B = A×A′ B
′.
La k-alge`bre re´duite B = A×A′ B
′ de B est inte`gre et de type finie sur k ; la projection
canonique B →֒ B′ est un morphisme de normalisation partielle.
On ve´rifie que U = Spf(B) est formellement lisse sur Ŝ en dehors d’un unique point
singulier cs ∈ U = Ured = Spec(B) et que le comple´te´ formel de l’anneau local de U en
cs n’est autre que A. Le morphisme U
′ → U (de´fini par la projection canonique B→ B′)
induit un isomorphisme de la restriction de U′ a` l’ouvert U ′ − {c′1,s, c
′
2,s} ⊂ U
′ sur la
restriction de U a` l’ouvert U − {cs} de U .
On construit alors une courbe formelle z-adique Ĉ au dessus de Ŝ en recollant U et
V′ le long de leur ouvert commun
U|U−{cs}
∼= U′|U ′−{c′
1,s
,c′
2,s
} = V
′|V ′−{∞s},
soit en d’autres termes comme la somme amalgame´e
Ĉ = Spf(A)∐Spf(A′) Ĉ
′.
On de´finit enfin C′ → C comme une alge´brisation du morphisme canonique Ĉ′ → Ĉ.
La fibre spe´ciale Cs de C → S est la courbe obtenue en recollant U et V
′ le long de
leur ouvert commun U − {cs} ∼= U
′ − {c′1,s, c
′
2,s}
∼= V ′ − {∞s} et n’est autre qu’une des
courbes construites dans la proposition 2.1.1 de [2].

L’image inverse D˜ de D dans P1S contient une famille (c˜i)i∈I de sections constantes
deux a` deux distinctes telles que :
- c˜i(s) corresponde a` la branche {Pi(x) = 0} de la singularite´ de Cs en c pour chaque
i ∈ I,
- c˜i(η) corresponde a` la branche {Pi(x) = 0} de la singularite´ de Cη en cα pour
chaque i ∈ Iα et α = 1, 2.
La fibre ge´ne´rique ge´ome´trique de D˜ contient en outre une famille
(d˜′ij,ρ, d˜
′′
ijρ)i∈I1,j∈I2,ρ=1,...,rij
6de points ferme´s deux a` deux distincts tels que :
- d˜′ij,ρ et d˜
′′
ij,ρ correspondent aux deux branches de la singularite´ quadratique ordinaire
de Cη en dij,ρ pour tous i ∈ I1, j ∈ I2 et ρ = 1, . . . , rij,
- d˜′ij,ρ et d˜
′′
ij,ρ se spe´cialisent en c˜i(s) et c˜j(s) respectivement, quels que soient i ∈ I1,
j ∈ I2 et ρ = 1, . . . , rij.
Soient alors P → S et g : P → S les S-sche´mas de Picard et de Picard compactifie´
relatifs de C → S. On sait que P = Z × P 0 ou` P 0 est un S-sche´ma affine lisse en
groupes commutatifs, que P = Z× P 0 ou` P 0 est un S-sche´ma projectif et plat, a` fibres
ge´ome´triquement inte`gres et localement d’intersection comple`te, qui contient P 0 comme
un ouvert dense, et que l’action par translation de P sur lui-meˆme se prolonge en une
action de P sur P compatible en un sens e´vident avec l’action par translation de Z sur
lui-meˆme.
Le tore maximal Ts de la jacobienne P
0
s de Cs est canoniquement isomorphe a`
GIm,s/Gm,s et le tore maximal T˜η de la jacobienne P
0
η de Cη est canoniquement isomorphe
a`
(GI1m,K/Gm,K)×K (G
I1
m,K/Gm,K)×K
∏
i∈I1
j∈I2
(G2m,K/Gm,K)
rij .
De plus, le tore maximal Ts ⊂ P
0
s se rele`ve en un sous-tore
T = GIm,S/Gm,S ⊂ P
0
dont la fibre ge´ne´rale
Tη = G
I
m,K/Gm,η ⊂ (G
I1
m,K/Gm,K)×K (G
I1
m,K/Gm,K)×K
∏
i∈I1
j∈I2
(G2m,K/Gm,K)
rij = T˜η
est de´finie par l’inclusion
(ui)i∈I 7→ ((v1,i)i∈I1 , (v2,i)i∈I2 , (w
′
ij,ρ, w
′′
ij,ρ)i∈I1,j∈I2,ρ=1,...,rij )
ou` vα,i = ui pour tout i ∈ Iα et α = 1, 2, et ou` w
′
ij,ρ = ui et w
′′
ij,ρ = uj pour tous i ∈ I1,
j ∈ I2 et ρ = 1, . . . , rij. (On rappelle que les rij sont ≥ 1.)
Par auto-dualite´ (partielle) des jacobiennes compactifie´es, on a :
- un reveˆtement e´tale galoisien Ts-e´quivariant πs : P
♮
s → P s de groupe de Galois
le groupe X∗(Ts) des caracte`res de Ts, c’est-a`-dire le noyau du morphisme somme
ZI → Z,
- un reveˆtement e´tale galoisien T˜η-e´quivariant π˜η : P˜
♮
η → P η de groupe de Galois le
groupe X∗(T˜η) des caracte`res de T˜η, c’est-a`-dire
X∗(T˜η) = Ker(Z
I1 → Z)×Ker(ZI2 → Z)×
∏
i∈I1
j∈I2
(Ker(Z2 → Z))rij ,
7- un reveˆtement e´tale galoisien T -e´quivariant π : P ♮ → P de groupe de Galois
X∗(T ) = X∗(Ts), dont la fibre spe´ciale est πs : P
♮
s → P s et dont la fibre ge´ne´rale
πη : P
♮
η → P η est le quotient du reveˆtement π˜η : P˜
♮
η → P η correspondant au
quotient
X∗(T˜η) = Ker(Z
I1 → Z)×Ker(ZI2 → Z)×
∏
i∈I1
j∈I2
(Ker(Z2 → Z))rij
։ Ker(ZI → Z) = X∗(Tη) = X
∗(T )
du groupe de Galois, quotient qui s’e´crit concre`tement(
(λ1,i)i∈I1 , (λ2,i)i∈I2 , (µij,ρ)i∈I1,j∈I2,ρ=1,...,rij
)
7→ (λi)i∈I ,
ou`
λi = λ1,i +
∑
j∈I2
rij∑
ρ=1
µ′ij,ρ, ∀i ∈ I1, et λj = λ2,j +
∑
i∈I1
rij∑
ρ=1
µ′′ij,ρ, ∀j ∈ I2.
On note V le k-sche´ma localement de type fini obtenu en prenant Z copies de la droite
projective standard P1k sur k et en identifiant le point a` l’infini de la n-e`me copie avec
l’origine de la (n+1)-e`me. Le groupe Z agit proprement et librement par translation sur
V et le quotient de V par cette action est la cubique plane a` point double ordinaire W
obtenue en identifiant l’origine et le point a` l’infini dans P1k. On ve´rifie que Z× V est la
fibre de Springer affine forme´e des OF -re´seaux N ⊂ F ⊕ F tels que (̟F ,−̟F )N ⊂ N .
Le reveˆtement e´tale galoisien V → W = V/Z de groupe de Galois Z est Gm,k-
e´quivariant pour les actions induites par l’action standard de Gm,k sur P
1
k. On a
V Gm,k = Z× Spec(k)
et
WGm,k = Spec(k)
(les points fixes sont les points doubles de V et W ).
LEMME 2.2. — Le reveˆtement e´tale galoisien P ♮,0s → P
0
s de groupe de Galois X
∗(T ) est
home´omorphe de manie`re e´quivariante sous Ts ∼= TI/Gm,k au reveˆtement e´tale galoisien
X0I → ZI = X
0
I /Λ
0
I de groupe de Galois Λ
0
I
∼= X∗(T ).
Le reveˆtement π˜η : P˜
♮,0
η → P
0
η de groupe de Galois X
∗(T˜η) est home´omorphe de
manie`re e´quivariante sous
T˜η ∼= K ⊗k ((TI1/Gm,k)×k (TI2/Gm,k)×k G
r
m,k)
au reveˆtement
K ⊗k
(
X0I1 ×k X
0
I2 ×k V
r → ZI1 ×k ZI2 ×k W
r
)
de groupe de Galois Λ0I1 × Λ
0
I2
× Zr ∼= X∗(T˜η).
8Preuve : On rappelle qu’il revient au meˆme de se donner un OCs -Module cohe´rent sans
torsion de rang ge´ne´rique 1, muni d’une trivialisation sur Cs − {c}, ou de se donner un
OF -re´seau M ⊂ EI tel que γIM ⊂M .
De meˆme, il est e´quivalent de se donner un OCη -Module cohe´rent sans torsion de rang
ge´ne´rique 1, muni d’une trivialisation sur Cη − {c1, c2, (dij,ρ)i∈I1,j∈I2,ρ=1,...,rij}, ou de se
donner un uplet de OF -re´seaux
(M1 ⊂ EI1 ,M2 ⊂ EI2 , (Nij,ρ ⊂ F ⊕ F )i∈I1,j∈I2,ρ=1,...,rij )
tels que γI1M1 ⊂M1, γI2M2 ⊂M2 et (̟F ,−̟F )Nij,ρ ⊂ Nij,ρ.

Restreignons nous a` partir de maintenant a` l’action du sous-tore
Gm,S
∼
−→ G2m,S/Gm,S →֒ G
I
m,S/Gm,S = T
(et donc du sous-tore Gm,K ⊂ Tη ⊂ T˜η), ou` l’isomorphisme de gauche envoie u sur la
classe de (u, 1) et ou` le monomorphisme de droite envoie la classe (u1, u2) sur celle de
(ti)i∈I avec ti = uα quel que soient i ∈ Iα et α = 1, 2.
On a donc :
- une action de Gm,S sur P ,
- un reveˆtement Gm,S -e´quivariant π : P
♮ → P de groupe de Galois X∗(T ),
- un reveˆtement Gm,K -e´quivariant π˜η : P˜
♮
η → P η de groupe de Galois X
∗(T˜η),
- une identification de πη comme le quotient de π˜η correspondant a` un e´pimorphisme
X∗(T˜η)։ X
∗(Tη).
LEMME 2.3. — Le lieu des points fixes (P 0)Gm,S ⊂ P 0 pour l’action du sous-tore Gm,S
ci-dessus est S-home´omorphe a`
S ×k (ZI1 ×k ZI2)
et les immersion ferme´es (P 0s )
Gm,s →֒ P 0s et (P
0
η )
G
m,η →֒ P 0η correspondantes sont
home´omorphes aux immersions ferme´es
ZI1 ×k ZI2 →֒ ZI et K ⊗k (ZI1 ×k ZI2 ×k (Spec(k) →֒ W
r))
respectivement, ou` Spec(k) →֒ W r est le r-uplet dont toutes les composantes sont le point
double de W .
Le lieu des points fixes (P ♮,0)Gm,S ⊂ P ♮,0 pour l’action du sous-tore Gm,S ci-dessus
est S-home´omorphe a`
S ×k
⋃
λ∈Z
(XλI1 ×k X
−λ
I2
) = S ×k (Z× (X
0
I1
×k X
0
I2
)).
9et les immersion ferme´es (P ♮,0s )
Gm,s →֒ P ♮,0s et (P
♮,0
η )
G
m,η →֒ P ♮,0η correspondantes sont
home´omorphes aux immersions ferme´es
Z× (X0I1 ×k X
0
I2) →֒ X
0
I
et
K ⊗k (X
0
I1
×k X
0
I2
×k (Z× Spec(k) →֒ (V
r/Ker(Zr → Z))))
respectivement, ou` V r/Ker(Zr → Z) est le reveˆtement e´tale galoisien de W r de groupe
de Galois Z qui est le quotient du reveˆtement e´tale galoisien V r → W r correspondant au
quotient Zr ։ Z, (λρ)ρ=1,...,r 7→
∑r
ρ=1 λρ, de son groupe de Galois, et ou` Z×Spec(k) →֒
(V r/Ker(Zr → Z)) est le lieu des points fixes sous l’action diagonale de Gm,k.
L’immersion ferme´e (P˜ ♮,0η )
G
m,η ⊂ P˜ ♮,0η du lieu des points fixes pour l’action du sous-
tore Gm,η ci-dessus est home´omorphe a`
K ⊗k (X
0
I1 ×k X
0
I2 ×k (Z
r × Spec(k) →֒ V r))
ou` Zr × Spec(k) →֒ V r est le lieu des points fixes sous l’action diagonale de Gm,k.

Preuve : Le ferme´ des points fixes P Gm,S →֒ P admet la description suivante. On
conside`re la normalisation partielle interme´diaire
P1S
ν′
→ C′ → C
de la proposition 2.1. Alors, l’ope´ration d’image directe pour les OC′ -Modules sans torsion
de rang ge´ne´rique 1 par le morphisme fini birationnel C′ → C de´finit un S-morphisme
ι : P ′ → P du S-sche´ma de Picard compactifie´ P ′ de C′ dans P , et l’image de ι est
pre´cise´ment P
Gm,S
. De plus, ι est un home´omorphisme sur son image.
Maintenant P ′ est isomorphe a` S ×k P
′
s, ιs : (P
′
s)
0 → P 0s est home´omorphe a`
ZI1×kZI2 →֒ ZI et ιη : (P
′
η)
0 → P 0η est home´omorphe a` K⊗k (ZI1×kZI2×k (Spec(k) →֒
W r)).

3. Spe´cialisation en homologie e´quivariante
Conside´rons un S-sche´ma f : X → S muni d’une action du tore T = Gmm,k et d’une
action libre d’un Z-module libre de rang fini Λ, qui commute a` celle de T , X e´tant re´union
filtrante croissante d’une famille de ferme´s (Xn)n qui sont propres sur S et stables sous T .
En pratique, X sera notre P ♮ muni de l’action de X∗(T ) et, si ne´cessaire, on se limitera
a` ce cas.
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Pour travailler avec des modules du type Qℓ[Λ] plutoˆt qu’avec des modules du type
QΛℓ , on 〈〈dualise 〉〉 la cohomologie ℓ-adique T -e´quivariante et on utilise donc l’homologie
ℓ-adique T -e´quivariante.
On rappelle que l’homologie e´quivariante
HT• (Spec(k),Qℓ)
du point est un module gradue´ sur la cohomologie e´quivariante H•T (Spec(k),Qℓ)
∼=
Qℓ[δ1, . . . , δm], module qui est isomorphe a` Qℓ[t1, . . . , tm] avec deg(tµ) = 2 sur lequel
les δµ agissent comme des de´rivations normalise´es par δµ(tµ′) = δµ,µ′ , et donc sur lequel
Qℓ[δ1, . . . , δm] agit comme un anneau d’ope´rateurs diffe´rentiels a` coefficients constants.
On a des Qℓ[Λ][δ1, . . . , δm]-modules
HT• (Xs,Qℓ) = lim−→
n
HomQℓ(H
•
T (Xn,s,Qℓ),Qℓ)
et
HT• (Xη,Qℓ) = lim−→
n
HomQℓ(H
•
T (Xn,η,Qℓ),Qℓ).
PROPOSITION 3.1. — On a un carre´ commutatif canonique
HT• (X
T
η ,Qℓ) −−−→ H
T
• (X
T
s ,Qℓ)y y
HT• (Xη,Qℓ) −−−→ H
T
• (Xs,Qℓ)
de Qℓ[Λ][δ1, . . . , δm]-modules gradue´s, ou` les fle`ches horizontales sont les fle`ches de
spe´cialisation pour le S-sche´ma des points fixes XT et X, et ou` les fle`ches verticales
sont les fle`ches de restriction au ferme´ XT ⊂ X.
Pour de´montrer la proposition, nous aurons besoin du lemme suivant :
LEMME 3.2. — Notons [S/T ] le S-champ alge´brique quotient de S par l’action de T et
ε : [S/T ]→ S son morphisme structural.
Pour tout objet K de Dbc ([S/T ],Qℓ), la formation de Rε∗K commute a tout change-
ment de base S′ → S.
En particulier, on a une fle`che de spe´cialisation en cohomologie ℓ-adique T -e´quiva-
riante
RΓT (s,Ks)→ RΓT (η,Kη).
11
Preuve : Il suffit de de´montrer le lemme pour tout objet K de D
[a,b]
c ([S/T ],Qℓ) quel
que soient les entiers a ≤ b.
Pour simplifier, nous nous limiterons au cas ou` T = Gm,k. Soient p : P
N
S → [S/T ]
le morphisme repre´sentable induit par passage au quotient du morphisme structural
AN+1S − 0(S) → S, ou` 0 : S → A
N+1
S est la section nulle. Le morphisme p est
universellement 2N -acyclique. Par suite, si K ∈ D
[a,b]
c ([S/T ],Qℓ) et si 2N ≥ b − a,
la fle`che d’adjonction K → Rp∗p
∗K induit un isomorphisme
K
∼
−→ τ≤bRp∗p
∗K,
et donc un isomorphisme
τ≤bRε∗K
∼
−→ τ≤bRε∗τ≤bRp∗p
∗K = τ≤bRε∗Rp∗p
∗K.
Or la projection canonique ε ◦ p : PNS → S est propre et le morphisme p est lisse, de
sorte que la formation de Rε∗Rp∗p
∗K commute a` tout changement de base. 
Preuve de la proposition : Comme chaque fn = f |Xn : Xn → S est un S-sche´ma
propre, la formation de Rfn,∗Qℓ,X commute a` tout changement de base S
′ → S et on
peut appliquer le lemme 3.2 a` K = Rfn,∗Qℓ,[Xn/T ] ou` on a note´
fn : [Xn/T ]→ [S/T ]
le morphisme repre´sentable et propre induit par fn. En particulier, on a une fle`che de
spe´cialisation en cohomologie ℓ-adique T -e´quivariante
RΓT (Xn,s,Qℓ)→ RΓT (Xn,η,Qℓ).
et un carre´ commutatif de Qℓ[Λ][δ1, . . . , δm]-modules gradue´s
H•T (Xn,s,Qℓ) −−−→ H
•
T (Xn,η,Qℓ)y y
H•T (X
T
n,s,Qℓ) −−−→ H
•
T (X
T
n,η,Qℓ)
ou` les fle`ches horizontales sont les fle`ches de spe´cialisation pour Xn et le S-sche´ma des
points fixesXTn et ou` les fle`ches verticales sont les fle`ches de restriction au ferme´ X
T
n ⊂ X .
D’ou` la conclusion par passage a` la limite inductive sur n.

4. Un calcul d’homologie e´quivariante
On se propose de calculer l’homologie ℓ-adique Gm,k-e´quivariante de la chaˆıne de
droites projectives a` la puissance r-e`me V r pour l’action diagonale de Gm,k ⊂ G
r
m,k. On
a de´ja` remarque´ que
(V r)Gm,k = (V r)G
r
m,k ∼= Zr × Spec(k).
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LEMME 4.1. — La fle`che de restriction
Qℓ[Z
r][t] = H
Gm,k
• ((V
r)Gm,k ,Qℓ)→ H
Gm,k
• (V
r,Qℓ)
est surjective et a pour noyau
r−1⊕
d=0
( ⋂
R⊂[1,r]
|R|=r−d
∑
ρ∈R
(1− τρ)Qℓ[Z
r]
)
td
ou` [1, r] = {1, . . . , r}, ou` |R| est le cardinal de R et ou` τρ est le ρ-e`me e´le´ment de
la base canonique de Zr, vu comme un e´le´ment de Qℓ[Z
r], de sorte que Qℓ[Z
r] =
Qℓ[τ1, . . . , τr, (τ1 · · · τr)
−1].
Par suite, on a
H
Gm,k
• (V
r,Qℓ) ∼=
(r−1⊕
d=0
Qℓ(∆d)t
d
)
⊕Qℓ[Z
r][t]tr
en tant que Qℓ[Z
r]-module gradue´, ou`
∆d =
⋃
R⊂[1,r]
|R|=r−d
{(τ1, . . . , τr) | τρ = 1, ∀ρ ∈ R} ⊂ G
r
m,Qℓ
= Spec(Qℓ[Z
r])
et ou` Qℓ(∆d) est le Qℓ[Z
r]-module des fonctions re´gulie`res sur Qℓ-sche´ma ∆d.
Preuve : Commenc¸ons par calculer l’homologie ℓ-adique Gm,k-e´quivariante d’une copie
V de la chaˆıne de droites projectives. Comme V est re´union croissante de k-sche´mas
projectifs a` cohomologie ℓ-adique pure, sur lesquels Gm,k agit avec un nombre fini de
points fixes et un nombre fini d’orbites de dimension 1, la fle`che de restriction
Qℓ[Z][t] = H
Gm,k
• (Spec(k)× Z,Qℓ)→ H
Gm,k
• (V,Qℓ).
est surjective et on peut calculer H
Gm,k
• (V,Qℓ) par la me´thode de Goresky, Kottwitz et
MacPherson (calcul qu’ils ont d’ailleurs fait dans [1]). On trouve que
H
Gm,k
• (V,Qℓ) = Qℓ[Z][t]/(1− τ)Qℓ[Z]
en tant que Qℓ[Z][δ]-module, et donc que
H
Gm,k
• (V,Qℓ) ∼= Qℓ ⊕ tQℓ[Z][t]
en tant que Qℓ[Z]-module, ou` :
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- τ est le ge´ne´rateur 1 ∈ Z vu comme e´le´ment de Qℓ[Z], de sorte que Qℓ[Z] =
Qℓ[τ, τ
−1],
- Qℓ[Z] ⊂ Qℓ[Z][t] est le noyau de δ,
- dans la deuxie`me e´galite´, le facteur direct Qℓ est vu comme Qℓ[Z]-Module via
l’homomorphisme Qℓ[Z]→ Qℓ qui envoie τ sur 1.
En passant a` la puissance tensorielle r-e`me (sur Qℓ), on voit a` l’aide de la formule de
Ku¨nneth que la fle`che de restriction
Qℓ[Z
r][t1, . . . , tr] = H
Gr
m,k
• ((V
r)G
r
m,k ,Qℓ)→ H
Gr
m,k
• (V
r,Qℓ)
est aussi surjective et que
H
Gr
m,k
• (V
r,Qℓ) = Qℓ[Z
r][t1, . . . , tr]/
r∑
ρ=1
(1− τρ)Qℓ[Z
r][t1, . . . , t̂ρ, . . . , tr].
Comme la cohomologie ℓ-adique de V r est pure, la fle`che de restriction
Qℓ[Z
r][t] = H
Gm,k
• ((V
r)Gm,k ,Qℓ)→ H
Gm,k
• (V
r,Qℓ)
est surjective et n’est autre que la partie de la fle`che de restriction en cohomologie Grm-
e´quivariante annule´e par le noyau de l’e´pimorphisme
Qℓ[δ1, . . . , δr]։ Qℓ[δ], δρ 7→ δ, ∀ρ = 1, . . . , r,
avec en particulier
H
Gm,k
• ((V
r)Gm,k ,Qℓ) = Qℓ[Z
r][t] →֒ Qℓ[Z
r][t1, . . . , tr] = H
Gr
m,k
• ((V
r)G
r
m,k ,Qℓ).
t 7→ t1 + · · ·+ tr
Le noyau de la fle`che de restriction Qℓ[Z
r][t] = H
Gm,k
• ((V
r)Gm,k ,Qℓ) → H
Gm,k
• (V
r,Qℓ)
est donc forme´ des polynoˆmes P (t) ∈ Qℓ[Z
r][t] tels que
P (t1 + · · ·+ tr) ∈
r∑
ρ=1
(1− τρ)Qℓ[Z
r][t1, . . . , t̂ρ, . . . , tr]
c’est-a`-dire des polynoˆmes
P (t) =
r−1⊕
d=0
pd(τ1, . . . , τr)t
d
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ou`
pd(τ1, . . . , τr) ∈
⋂
R⊂[1,r]
|R|=r−d
∑
ρ∈R
(1− τρ)Qℓ[τ1, . . . , τr, (τ1 · · · τr)
−1].
Par suite, on a
H
Gm,k
• (V
r,Qℓ) = Qℓ[Z
r][t]/
r−1⊕
d=0
( ⋂
R⊂[1,r]
|R|=r−d
∑
ρ∈R
(1− τρ)Qℓ[Z
r]
)
td
en tant que Qℓ[Z
r][δ]-module, et donc
H
Gm,k
• (V
r,Qℓ) ∼=
(r−1⊕
d=0
Qℓ(∆d)t
d
)
⊕Qℓ[Z
r][t]tr
en tant que Qℓ[Z
r]-module, d’ou` le lemme.

5. Homologie e´quivariante des fibres de Springer
Pour calculer la cohomologie H∗(ZI ,L) qui intervient dans le lemme fondamental
ge´ome´trique, on suit la me´thode propose´e par Goresky, Kottwitz et MacPherson, et on
commence par e´tudier l’homologie e´quivariante
H
Gm,k
• (XI ,Qℓ) = H
Gm,k
• (X
0
I ,Qℓ)[Z]
pour l’action du sous-tore de´fini par la partition I1 ∐ I2,
Gm,k ∼= G
2
m,k/Gm,k ⊂ G
I
m,k/Gm,k = TI , u 7→ (ti)i∈I ,
ou` ti = u si i ∈ I1 et ti = 1 si i ∈ I2.
On conside`re pour cela le diagramme commutatif de Qℓ[X
∗(T˜η)][δ]-modules gradue´s
H
G
m,η
• ((P˜
♮,0
η )
G
m,η ,Qℓ) −−−→ H
G
m,η
• ((P
♮,0
η )
G
m,η ,Qℓ) −−−→ H
Gm,s
• ((P
♮,0
s )
Gm,s ,Qℓ)y y y
H
G
m,η
• (P˜
♮,0
η ,Qℓ) −−−→ H
G
m,η
• (P
♮,0
η ,Qℓ) −−−→ H
Gm,s
• (P
♮,0
s ,Qℓ)
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ou` les fle`ches horizontales de gauche sont les fle`ches de restriction par le morphisme
P˜ ♮,0η → P
♮,0
η et le morphisme correspondant entre les ferme´s des points fixes sous Gm,η,
ou` les fle`ches horizontales de droites sont les fle`ches de spe´cialisation introduites dans la
section 3 pour le S-sche´ma P ♮,0, ou` les fle`ches verticales sont les fle`ches de restriction aux
ferme´s des points fixes sous Gm et ou` Qℓ[X
∗(T˜η)] agit a` travers son quotient Qℓ[X
∗(T )]
sur les deuxie`me et troisie`me colonnes.
Compte tenu des lemmes 2.2 et 2.3, du fait que la cohomologie ℓ-adique est insensible
aux home´omorphismes et aux changements de corps de base alge´briquement clos, et de
la formule de Ku¨nneth, le carre´ exte´rieur du diagramme ci-dessus se re´crit
(∗)
H•(X
0
I1
×k X
0
I2
,Qℓ)[Z
r][t]−−−−−−−−−→ H•(X
0
I1
×k X
0
I2
,Qℓ)[Z][t]y y
H•(X
0
I1
×k X
0
I2
,Qℓ)⊗Qℓ H
Gm,k
• (V
r,Qℓ) −−−−−−−→ H
Gm,k
• (X
0
I ,Qℓ)
ou` la fle`che verticale de gauche est le produit tensoriel par H•(X
0
I1
×k X
0
I2
,Qℓ) de la
fle`che de restriction
Qℓ[Z
r][t] = H
Gm,k
• ((V
r)Gm,k ,Qℓ)→ H
Gm,k
• (V
r,Qℓ)
du lemme 4.1, ou` la fle`che horizontale du haut est l’e´pimorphisme induit par le morphisme
somme Zr ։ Z et ou` la fle`che verticale de droite est la fle`che de restriction
H•(X
0
I1 ×k X
0
I2 ,Qℓ)[Z][t] = H
Gm,k
• ((X
0
I )
Gm,k ,Qℓ)→ H
Gm,k
• (X
0
I ,Qℓ).
D’apre`s le lemme 4.1, la fle`che verticale de gauche du carre´ (∗) est surjective et a pour
noyau
N˜η,• =
r−1⊕
d=0
( ⋂
R⊂[1,r]
|R|=r−d
∑
ρ∈R
(1− τρ)H•(X
0
I1
×k X
0
I2
,Qℓ)[Z
r]
)
td
⊂ H•(X
0
I1
×k X
0
I2
,Qℓ)[Z
r][t].
LEMME 5.1. — L’image
Nη,• ⊂ H•(X
0
I1
×k X
0
I2
,Qℓ)[Z][t]
de N˜η,• par la fle`che horizontale du haut du carre´ (∗) est e´gale a`
Nη,• =
r−1⊕
d=0
(1− τ)(
r
d)H•(X
0
I1
×k X
0
I2
,Qℓ)[Z]t
d.
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Preuve : L’e´pimorphisme Qℓ[Z
r]։ Qℓ[Z] donne´ par la somme Z
r → Z n’est autre que
Qℓ[τ1, . . . , τr, (τ1 · · · τr)
−1)։ Qℓ[τ, τ
−1], τρ 7→ τ, ∀ρ = 1, . . . , r.
On raisonne alors en terme de sche´mas affines sur Qℓ plutoˆt que de Qℓ-alge`bres. Pour
chaque entier d ≥ 0, le ferme´ de Grm,Qℓ de´fini par l’ide´al⋂
R⊂[1,r]
|R|=r−d
∑
ρ∈R
(1− τρ)Qℓ[Z
r]
est la re´union sur les R ⊂ [1, r] tels que |R| = r − d des ferme´s
{(τ1, . . . , τr) | τρ = 1, ∀ρ ∈ R}.
L’intersection de cette re´union de ferme´s avec la diagonale
τρ = τ, ∀ρ = 1, . . . , r,
est donc le point τ = 1 compte´ avec multiplicite´
(
r
r−d
)
=
(
r
d
)
.

PROPOSITION 5.2. — Le noyau Ns,• de la fle`che de restriction
H•(X
0
I1 ×k X
0
I2 ,Qℓ)[Z][t] = H
Gm,k
• ((X
0
I )
Gm,k ,Qℓ)→ H
Gm,k
• (X
0
I ,Qℓ)
est borne´ infe´rieurement par
r−1⊕
d=0
(1− τ)(
r
d)H•(X
0
I1 ×k X
0
I2 ,Qℓ)[Z]t
d ⊂ Ns,• ⊂ H•(X
0
I1 ×k X
0
I2 ,Qℓ)[Z][t].
Preuve : On a
Nη,• ⊂ Ns,• ⊂ H•(X
0
I1
×k X
0
I2
,Qℓ)[Z][t]
puisque le carre´ (∗) est commutatif.

Nous supposerons dans la suite que la conjecture de purete´ 1.1 est ve´rifie´e. Alors, la
fle`che de restriction en homologie ℓ-adique Gm,k-e´quivariante
H•(X
0
I1
×k X
0
I2
,Qℓ)[Z][t] = H
Gm,k
• ((X
0
I )
Gm,k ,Qℓ)→ H
Gm,k
• (X
0
I ,Qℓ)
est surjective. Pour calculer H
Gm,k
• (X
0
I ,Qℓ), il suffit donc de calculer Ns,•.
6. Le cas particulier |I| = 2
Supposons dans cette section que I = {i, j} et que I1 = {i} et I2 = {j}. Dans ce cas,
X0I1 = Zi et X
0
I2
= Zj sont des k-sche´mas projectifs.
17
PROPOSITION 6.1. — Supposons que la conjecture de purete´ 1.1 est ve´rifie´e. Alors le
noyau Ns,• est borne´ infe´rieurement et supe´rieurement par
r−1⊕
d=0
(1− τ)(
r
d)H•(Zi ×k Zj ,Qℓ)[Z]t
d ⊂ Ns,• ⊂
r−1⊕
d=0
H•(Zi ×k Zj ,Qℓ)[Z]t
d
dans H•(Zi ×k Zj ,Qℓ)[Z][t]
On remarquera que le quotient de la borne supe´rieure par la borne infe´rieure est un
Qℓ[Z]-module de torsion tue´ par une puissance de 1− τ qui ne de´pend que de r.
Preuve : Notons D le rang total du Qℓ-espace vectoriel
H•(Zi ×k Zj ,Qℓ).
Le Qℓ[Z]-module
r−1⊕
d=0
(1− τ)(
r
d)H•(Zi ×k Zj ,Qℓ)[Z]t
d
est libre de rang rD et on a
r−1⊕
d=0
(1− τ)(
r
d)H•(Zi ×k Zj ,Qℓ)[Z]t
d ⊂ Ns,• ⊂
r−1⊕
d=0
H•(Zi ×k Zj ,Qℓ)[Z]t
d
⊕
+∞⊕
d=r
H•(Zi ×k Zj ,Qℓ)[Z]t
d.
Il suffit donc de de´montrer que le Qℓ[Z]-module Ns,• est lui aussi libre de rang rD.
Comme sous-Qℓ[Z]-module d’un module libre, Ns,• est sans torsion et il suffit meˆme de
de´montrer qu’il est de type fini et de rang rD.
Pour tout k-sche´ma de type fini a : S → Spec(k), il est commode d’introduire la
cohomologie e´quivariante
RΓ•Gm,c(S,Qℓ) = RΓ
•
Gm
(Spec(k), Ra!Qℓ)
ou` a : [S/Gm] → B(Gm) est le morphisme de champs induit par a, et l’homologie
e´quivariante
HGm,c• (S,Qℓ) = HomQℓ(H
•
Gm,c
(S,Qℓ),Qℓ).
On se gardera de confondre ces groupes de (co)homologie avec ceux de la (co)homologie
a` supports compacts du k-champ alge´brique [S/Gm] ; on espe`re que la notation adopte´e
ici ne preˆte pas a` confusion. Ces de´finitions s’e´tendent aux k-sche´mas localement de type
fini qui interviennent ici. Avec cette notion d’homologie, on a
N• = H
Gm,c
•+1 (X
0
I − (X
0
I )
Gm ,Qℓ).
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Pour alle´ger les notations dans la suite de la de´monstration, nous supprimerons l’indice
s qui ne joue plus aucun roˆle, et aussi l’indice k du produit fibre´ ×k et la re´fe´rence a` Qℓ
dans les groupes de (co)homologie.
Conside´rons alors le fibre´ vectoriel de rang r
U →
∐
λ∈Z
(Xλi ×X
−λ
j )
∼= Z× (Zi × Zj)
dont la fibre en (Mi ⊂ Ei,Mj ⊂ Ej) est l’espace vectoriel
HomOF [x](Mj, Ei/Mi) = HomOF [x](Mj/Pi(γj)Mj, Pj(γi)
−1Mi/Mi)
ou` x agit sur Ei et Mi par multiplication par γi et agit sur Ej et Mj par multiplication
par γj , et ou` les k-espaces vectoriels Pj(γi)
−1Mi/Mi et Mj/Pi(γj)Mj sont tous deux de
rang r (cf. [4]).
On a un morphisme bijectif, mais non radiciel,
U → X0I
qui envoie (Mi,Mj, ϕ ∈ HomOF [x](Mj , Ei/Mi)) sur le OF -re´seau M ⊂ EI dont la trace
sur le facteur direct Ei de EI est Mi et la projection sur le facteur direct Ej de EI est
Mj , et qui tel que
M/Mi ⊂ (Ei/Mi)⊕Mj
soit le graphe de ϕ. L’application non alge´brique X0I → Z × (Zi × Zj) conside´re´e par
Kazhdan et Lusztig dans la section 5 de [5] n’est autre que la compose´e de l’inverse de
cette bijection et de la projection U → Z× (Zi × Zj).
Par construction, le fibre´ vectoriel et le morphisme bijectif ci-dessus sont Λ0I -
e´quivariants. De plus, on a(
U →
∐
λ∈Z
(Xλi ×X
−λ
j )
)
∼= Z× (U ′ → Zi × Zj)
ou` U ′ est la restriction de U a` X0i ×X
0
j .
On stratifie U ′ et U , par le rang de ϕ ∈ HomOF [x](Mj/Pi(γj)Mj, Pj(γi)
−1Mi/Mi). On
obtient une stratification U ′ =
⋃r
ρ=0 U
′
ρ en parties quasi-projectives sur k et localement
ferme´es dans U ′, et la stratification U =
⋃r
ρ=0(Z× U
′
ρ)
On conside`re alors la partition X0I =
⋃r
ρ=0 Sρ image de cette stratification de U par
le morphisme bijectif U → X0I ci-dessus. On a Sρ = Z× S
′
ρ ou` S
′
ρ est l’image de U
′
ρ.
On ve´rifie que les Sρ = Z × S
′
ρ sont des parties localement ferme´es de X
0
I et forment
une stratification de X0I . On ve´rifie aussi que les stratifications de U et X
0
I que l’on vient
d’introduire sont Λ0I -e´quivariantes. On ve´rifie en outre que S
′
ρ est isomorphe a` U
′
ρ en tant
que k-sche´ma.
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Le groupe multiplicatif Gm agit par homothe´ties sur le fibre´ vectoriel U . On ve´rifie
que le morphisme bijectif U → X0I et les stratifications de U et X
0
I ci-dessus sont Gm-
e´quivariants, et que les strates U0 et S0 sont e´gales aux ferme´s U
Gm et XGm et sont donc
toutes les deux isomorphes a` Z× (Zi × Zj).
Des stratifications X0I − (X
0
I )
Gm =
⋃r
ρ=1(Z× S
′
ρ) et U
′ − U ′Gm =
⋃r
ρ=1 U
′
ρ, on de´duit
des suites spectrales en homologie ℓ-adique Gm-e´quivariante
E1ρ,σ = H
Gm,c
ρ+σ (S
′
ρ+1)[Z]⇒ H
Gm,c
ρ+σ (X
0
I − (X
0
I )
Gm)
et
F 1ρ,σ = H
Gm,c
ρ+σ (U
′
ρ+1)[Z]⇒ H
Gm,c
ρ+σ (U
′ − U ′Gm)[Z]
avec
E1ρ,σ = F
1
ρ,σ.
Ces suites spectrales sont des suites spectrales de Qℓ[Z]-modules dont les termes
communs E1 = F 1 sont libres de type fini. On a donc montre´ que le Qℓ[Z]-module
N• = H
Gm,c
•+1 (X
0
I − (X
0
I )
Gm) est de type fini et que, pour chaque entier w, on a
∑
n
(−1)n rang([Nn]w) =
∑
n
(−1)n dim([HGm,cn (U
′ − U ′Gm)]w),
ou` rang(·) de´signe le rang ge´ne´rique d’un Qℓ[Z]-module de type fini, alors que dim(·)
de´signe la dimension d’un Qℓ-espace vectoriel, et ou` [·]w de´signe la partie de poids w
d’un groupe de (co)homologie ℓ-adique.
Or, d’apre`s le lemme 6.2 ci-dessous, on a
H•+1Gm,c(U
′ − U ′Gm) = H•(Zi × Zj)[δ]/(δ
r − c1δ
r−1 + · · ·+ (−1)rcr)
pour des classes cd ∈ H
2d(Zi × Zj)(d), et donc par division euclidienne, on a un
isomorphisme canonique de Qℓ-espaces vectoriels
Hn+1Gm,c(U
′ − U ′Gm) ∼=
r−1⊕
d=0
Hn−2d(Zi × Zj)δ
d
pour chaque entier n.
Finallement, la conjecture 1.1 assure que, pour chaque entier n,
Nn ⊂
r−1⊕
d=0
Hn−2d(Zi × Zj)[Z]t
d
et HGm,cn+1 (U
′ − U ′Gm) sont purs de poids n.
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On a donc montre´ que
rang(Nn) = dim(H
Gm,c
n+1 (U
′ − U ′Gm)) =
r−1∑
d=0
dim(Hn−2d(Zi × Zj))
pour chaque entier n, et donc que∑
n
rang(Nn) = r
∑
n
dim(Hn−2d(Zi × Zj)) = rD,
ce qui termine la preuve de la proposition. 
LEMME 6.2. — Soit S un k-sche´ma connexe projectif et E = V(E) → S un fibre´
vectoriel de rang r. Soit E◦ ⊂ E l’ouvert comple´mentaire de la section nulle, muni de
son action naturelle de Gm,k. Alors
H•+1Gm,k,c(E
◦,Qℓ) = H
•(S,Qℓ)[δ]/(δ
r − c1(E)δ
r−1 + · · ·+ (−1)rcr(E))
en tant que H•(S,Qℓ)[δ]-module gradue´.
Preuve : On a
RΓGm,k,c(E
◦,Qℓ) = RΓGm,k(S,Rp∗Rq!Qℓ)
ou` on a factorise´ la projection canonique E◦ → S en E◦
q
−−→P(E)
p
−−→S et ou` on a note´
q : P(E) = [E◦/Gm,k] → [P(E)/Gm,k] et p : [P(E)/Gm,k] → [S/Gm,k] les morphismes
correspondants entre champs quotients. Or on a un triangle distingue´
Qℓ,[P(E)/Gm,k][−2](−1)→ Qℓ,[P(E)/Gm,k] → Rq!Qℓ[1]→
ou` la premie`re fle`che est le cup-produit par c1(OP(E)(1)) − δ. En effet, on ve´rifie que la
premie`re classe de Chern du fibre´ en droites sur le champ quotient [P(E)/Gm,k] dont
le comple´mentaire de la section nulle est q : P(E) = [E◦/Gm,k] → [P(E)/Gm,k] est
pre´cise´ment c1(OP(E)(1))−δ dansH
2
Gm,k
(P(E),Qℓ)(1) = H
2(P(E),Qℓ)(1)⊕H
0(P(E),Qℓ)δ.
Or, on sait que l’on a
Rp∗Qℓ =
r−1⊕
d=0
Rp2d∗ Qℓ[−2d] = Qℓ,S [∆]/(∆
r − c1(E)∆
r−1 + · · ·+ (−1)rcr(E))
ou` ∆ est en fait c1(OP(E)(1)). Par suite on a un triangle distingue´
RΓ(S,Qℓ)[∆, δ]/(∆
r − c1(E)∆
r−1 + · · ·+ (−1)rcr(E))
→ RΓ(S,Qℓ)[∆, δ]/(∆
r − c1(E)∆
r−1 + · · ·+ (−1)rcr(E))
→ RΓGm,k,c(E
◦,Qℓ)[1]→
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ou` la premie`re fle`che est la multiplication par ∆− δ, d’ou` la formule annonce´e
RΓGm,k,c(E
◦,Qℓ)[1] = RΓ(S,Qℓ)[δ]/(δ
r − c1(E)δ
r−1 + · · ·+ (−1)rcr(E)).

7. Le cas ge´ne´ral
Nous allons utiliser la meˆme me´thode de re´duction au rang 1 que dans [1].
LEMME 7.1. — Pour chaque partie J de I, le lieu des points fixes
XTJJ =
∏
i∈J
Xi
est le k-sche´ma des re´seaux M ⊂ EJ de la forme M =
⊕
i∈J Mi pour des re´seaux
Mi ⊂ Ei tels que γiMi ⊂Mi.
La re´union de ce lieu des points fixes et des TJ -orbites de dimension 1 dans XJ est le
ferme´
XJ,1 ⊂ XJ
re´union sur les sous-ensembles {i, j} ⊂ J a` deux e´le´ments, des ferme´s
X ijJ = X
Ker(χij)
J = Xij ×
( ∏
k∈J−{i,j}
Xk
)
⊂ XJ
ou` χij : TJ → Gm,k est le caracte`re qui envoie (tk)k∈I sur ti/tj, ferme´s forme´s des
re´seaux M qui se de´composent en M = Mij ⊕
⊕
k∈J
k 6=i,j
Mk pour des re´seaux Mij ⊂ Eij
et Mk ⊂ Ek tels que γijMij ⊂Mij et γkMk ⊂Mk.
De plus, on a
X ijJ ∩X
i′j′
J =
∏
i∈J
Xi
si {i, j} 6= {i′, j′}.

Notons m ⊂ Qℓ[Z
I ] l’ide´al maximal noyau de l’homomorphisme de Qℓ-alge`bre qui
envoie τi sur 1 si i ∈ I1 et sur −1 si i ∈ I2.
PROPOSITION 7.2. — Supposons que la conjecture de purete´ 1.1 est ve´rifie´e. Alors on
a l’inclusion
HTI ,c•+1 (XI − (XI1 ×k XI2 ,Qℓ))m ⊂ H
TI
• (XI1 ×k XI2 ,Qℓ)m


∏
i∈I1,j∈I2
(δi − δj)
rij


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entre sous-Qℓ[Z
I ]m[(δi)i∈I ]-modules de H
TI
• (XI1 ×k XI2 ,Qℓ)m.
Dans cet e´nonce´, (·)m = (·)⊗Qℓ[ZI ]Qℓ[Z
I ]m est la localisation en l’ide´al maximal m, et
on a utilise´ la notation de [1]
M{P} = {m ∈M | Pm = (0)}
pour tout Qℓ[(δi)i∈I ]-Module M et tout e´le´ment P ∈ Qℓ[(δi)i∈I ].
Preuve : Nous alle´gerons de nouveau les notations en supprimant l’indice k des produits
fibre´s ×k et la re´fe´rence a` Qℓ dans les groupes de cohomologie.
D’apre`s conjecture de purete´ 1.1, on a le diagramme commutatif
0 0y y
HTI ,c•+1 (XI1 ×XI2 −X
TI
I ) −−−→ H
TI ,c
•+1 (XI −X
TI
I )y y
HTI• (X
TI
I ) H
TI
• (X
TI
I )y y
HTI• (XI1 ×XI2) −−−−−−−−−→ H
TI
• (XI)y y
0 0
ou` les fle`ches horizontales sont les fle`ches de restriction et ou` toutes les homologies
conside´re´es sont pures de poids n en chaque degre´ n d’apre`s la conjecture 1.1. On a
aussi une suite exacte longue
HTI ,c•+1 (XI1 ×XI2 −X
TI
I )→ H
TI ,c
•+1 (XI −X
TI
I )→ H
TI ,c
•+1 (XI − (XI1 ×XI2))
→HTI ,c• (XI1 ×XI2 −X
TI
I ),
dont la premie`re fle`che est injective et a une source et un but qui sont purs de poids n
en chaque degre´ n. Cette suite exacte longue se re´duit donc a` une suite exacte courte
0→ HTI ,c•+1 (XI1 ×XI2 −X
TI
I )→ H
TI ,c
•+1 (XI −X
TI
I )→ H
TI ,c
•+1 (XI − (XI1 ×XI2))→ 0
ou` tous les termes sont purs de poids n en chaque degre´ n, et le lemme du serpent nous
donne alors une suite exacte qui n’est autre que la suite exacte courte
0→ HTI ,c•+1 (XI − (XI1 ×XI2))→ H
TI
• (XI1 ×XI2)→ H
TI
• (XI)→ 0
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de restriction au ferme´ XI1 ×XI2 de XI .
Toujours d’apre`s la conjecture de purete´, pour chaque partie J de I on a en outre la
suite exacte (4.3.1) de [1]
HTJ ,c•+1 (XJ,1 −X
TJ
J )→ H
TJ
• (X
TJ
J )→ H
TJ
• (XJ)→ 0 ;
en d’autres termes, la fle`che de restriction
HTJ ,c•+1 (XJ,1 −X
TJ
J )→ H
TJ ,c
•+1 (XJ −X
TJ
J )
est surjective.
On a donc un morphisme de suite exactes courtes
HTI ,c•+1 (XI1,I2,1 −X
TI
I ) →֒ H
TI ,c
•+1 (XI,1 −X
TI
I ) ։ H
TI ,c
•+1 (XI,1 −XI1,I2,1)
↓ ↓ ↓
HTI ,c•+1 (XI1 ×XI2 −X
TI
I ) →֒ H
TI ,c
•+1 (XI −X
TI
I ) ։ H
TI ,c
•+1 (XI −XI1 ×XI2)
ou` XI1,I2,1 = XI,1∩(XI1×XI2) = (XI1,1×X
TI2
I2
)∪(X
TI1
I1
×XI2,1) et ou` les deux premie`res
fle`ches verticales, et par suite aussi la troisie`me, sont surjectives.
Comme
HTJ• (X
TJ
J ) = H
TJ
•
(∏
i∈J
X0i
)
[ZJ ] = H•(X
TJ
J )[(ti)i∈J ] = H•
(∏
i∈J
X0i
)
[ZJ ][(ti)i∈J ]
et
HTJ ,c• (XJ,1 −X
TJ
J ) =
⊕
{i,j}⊂J
i6=j
HTJ ,c• (X
ij
J −X
TJ
J )
=
⊕
{i,j}⊂J
i6=j
H
Tij ,c
• (Xij −X
Tij
ij )
⊗H•
( ∏
k∈J−{i,j}
X0k
)
[ZJ−{i,j}][(tk)k∈J−{i,j}],
on a une surjection⊕
i∈I1
j∈I2
H
Tij ,c
•+1 (Xij −X
Tij
ij )⊗H•
( ∏
k∈J−{i,j}
X0k
)
[ZI−{i,j}][(tk)k∈I−{i,j}]
։ HTI ,c•+1 (XI −XI1 ×XI2).
Soient i ∈ I1 et j ∈ I2. En utilisant la proposition 6.1 pour I := {i, j}, on obtient les
inclusions
rij−1⊕
d=0
(τi − τj)(
rij
d
)H•(X
0
i ×X
0
j )[Z
{i,j}][ti + tj ](ti − tj)
d
⊂ H
Tij ,c
•+1 (X
0
ij − (X
0
i,j)
Tij ) ⊂
rij−1⊕
d=0
H•(X
0
i ×X
0
j )[Z
{i,j}][ti + tj ](ti − tj)
d
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de sous-Qℓ[Z
{i,j}]-modules de
H•(X
0
i ×X
0
j )[Z
{i,j}][ti, tj] = H•(X
0
i ×X
0
j )[Z
{i,j}][ti + tj , ti − tj ].
Comme l’e´le´ment τi − τj est inversible dans l’anneau local Qℓ[Z
I ]m, les inclusions
ci-dessus donnent, apre`s localisation en m, l’e´galite´
HTij,c•+1 (Xij −XTiji,j )⊗H•( ∏
k∈I−{i,j}
X0k
)
[ZI−{i,j}][(tk)k∈I−{i,j}]


m
=
rij−1⊕
d=0
H•(X
TI
I )m[(tk)k∈I−{i,j}][ti + tj ](ti − tj)
d
= H•(X
TI
I )m[(tk)k∈I ]{(δi − δj)
rij}.
En re´sume´, les diagrammes commutatifs d’inclusions
(Xij −X
Tij
ij )×
∏
k∈I−{i,j}Xk ⊂ Xij ×
∏
k∈I−{i,j}Xk ⊃ X
Tij
ij ×
∏
k∈I−{i,j}Xk
∩ ∩ ∩
XI,1 −XI1,I2,1 ⊂ XI,1 ⊃ XI1,I2,1
∩ ∩ ∩
XI −XI1 ×XI2 ⊂ XI ⊃ XI1 ×XI2
pour i ∈ I1 et j ∈ I2 induisent un carre´ commutatif de Qℓ[Z
I ]m[(δi)i∈I ]-modules
⊕
i∈I1
j∈I2
H•(X
TI
I )m[(tk)k∈I ]{(δi − δj)
rij} −−−→ H•(X
TI
I )m[(tk)k∈I ]y y
HTI ,c•+1 (XI − (XI1 ×XI2))m −−−−−−−→ H
TI
• (XI1 ×XI2)m
ou` les fle`ches verticales sont surjectives et ou` la fle`che horizontale du bas est injective.
Or l’image ∑
i∈I1
j∈I2
H•(X
TI
I )m[(tk)k∈I ]{(δi − δj)
rij} ⊂ H•(X
TI
I )m[(tk)k∈I ]
de la fle`che horizontale du haut du carre´ ci-dessus n’est autre que
H•(X
TI
I )m[(tk)k∈I ]
{∏
i∈I1
j∈I2
(δi − δj)
rij
}
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d’apre`s le lemme 3.2 de [1]. On a donc un carre´ commutatif de Qℓ[Z
I ]m[(δi)i∈I ]-modules
H•(X
TI
I )m[(tk)k∈I ]
{∏
i∈I1
j∈I2
(δi − δj)
rij
}
−֒−−→ H•(X
TI
I )m[(tk)k∈I ]y y
HTI ,c•+1 (XI − (XI1 ×XI2))m −֒−−−−−−→ H
TI
• (XI1 ×XI2)m
ou` les fle`ches horizontales sont injectives et ou` les fle`ches verticales sont surjectives, d’ou`
la conclusion. 
Passons maintenant a` la cohomologie e´quivariante pour le sous-tore G2m,k de TI de´fini
par l’inclusion
G2m,k →֒ TI , (u1, u2) 7→ (ti)i∈I
ou` ti = uα si i ∈ Iα, pour α = 1, 2. On a un e´pimorphisme canonique
Qℓ[(δi)i∈I ] = H
•
TI
(Spec(k),Qℓ)։ H
•
G2
m,k
(Spec(k),Qℓ) = Qℓ[∂1, ∂2]
qui envoie δi sur ∂α pour tout i ∈ Iα et α = 1, 2, e´pimorphisme dont le noyau est l’ide´al a
engendre´ par δi−δj pour i, j ∈ Iα et α = 1, 2. D’apre`s Goresky, Kottwitz et MacPherson,
on a
H
G2
m,k
• (XI1 ×k XI2 ,Qℓ) = H
TI
• (XI1 ×XI2 ,Qℓ){a}
et
H
G2
m,k
• (XI ,Qℓ) = H
TI
• (XI ,Qℓ){a}
puisque les cohomologies ℓ-adiques ordinaires de XI1 ×kXI2 et XI sont pures. Par suite,
on a aussi
H
G2
m,k,c
•+1 (XI − (XI1 ×k XI2),Qℓ) = H
TI ,c
•+1 (XI − (XI1 ×k XI2),Qℓ)m{a}
puisque l’on sait a priori que la suite
0→ H
G2
m,k,c
•+1 (XI − (XI1 ×k XI2),Qℓ)→ H
G2
m,k
• (XI ,Qℓ)→ H
G2
m,k
• (XI1 ×XI2 ,Qℓ)→ 0
est exacte (on a une suite exacte longue e´vidente et on utilise la conjecture de purete´
pour voir que la fle`che H
G2
m,k
• (XI ,Qℓ)→ H
G2
m,k
• (XI1 ×XI2 ,Qℓ) est surjective).
Comme la diagonale de G2m,k agit trivialement, on peut meˆme remplacer G
2
m,k par
son quotient G2m,k/Gm,k
∼= Gm,k dans ce qui pre´ce`de sans autres effets que de remplacer
(u1, u2) par t = u1 − u2 et (∂1, ∂2) par δ = ∂1 − ∂2.
On de´duit donc de la proposition 7.2 le corollaire :
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COROLLAIRE 7.3. — Supposons que la conjecture de purete´ 1.1 est ve´rifie´e. Alors, on
a l’inclusion
H
Gm,k,c
•+1 (XI − (XI1 ×k XI2),Qℓ)m ⊂ H•(XI1 ×k XI2 ,Qℓ)m[t]{δ
r}
entre sous-Qℓ[Z
I ]m[δ]-modules de H
Gm,k
• (XI1 ×kXI2 ,Qℓ)m = H•(XI1 ×kXI2 ,Qℓ)m[t], ou`
on rappelle que r =
∑
i∈I1,j∈J2
rij.
Mettant ensemble les re´sultats du corollaire 7.3 et de la proposition 5.2, on obtient
finalement :
THE´ORE`ME 7.4. — On a en fait l’e´galite´
H
Gm,k,c
•+1 (XI − (XI1 ×k XI2),Qℓ)m = H•(XI1 ×k XI2 ,Qℓ)m[t]{δ
r}
entre sous-Qℓ[Z
I ]m[δ]-modules de H•(XI1 ×k XI2 ,Qℓ)m[t], de sorte que
H
Gm,k
• (XI ,Qℓ)m = t
rH•(XI1 ×k XI2 ,Qℓ)m[t].

On passe finalement au quotient par ΛI comme dans [1] pour obtenir le the´ore`me 1.3.
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